
Birkaç dahiyi istisnadan sayarsak
matematik e¤itimi herkes için say› say-
makla bafllar diyebiliriz. Say›lar, genel-
likle okul öncesi ça¤da ezberlenir. Ye-
ni bir dil ö¤renmeye bafllan›ld›¤›nda
ilk birkaç dersten biri say›lara ayr›l›r.
Matematik denince akla ilk say›lar ge-
lir ve hatta pek ço¤umuza göre mate-
matik sadece say›lar›n etraf›nda dön-
mektedir. Matematiksel bir kuram üze-
rine yaz›lm›fl bir kitab›n sayfalar›n› çe-
virmek bile matemati¤in sadece say›la-
r›n etraf›nda dönmedi¤ini farketmeni-
ze yard›mc› olacakt›r. Ama flu da
yads›namaz bir gerçek ki, say›lar, ma-
temati¤in önemli bir parças› ve sadece
matematikçilerin de¤il, tüm insanl›¤›n
ilgisini çeken çok özel bir konu. Yal-
n›zca asal say›lara olan ilgi bile bu fik-
ri desteklemeye yeterli. 

Bir iki üç

Saymaya önce 1’den bafllad›k: bir,
iki, üç… Kim s›f›rdan bafllar ki? S›f›r›n
sayma say›lar›ndan çok sonra bu-
lunmas›na flafl›rmamak laz›m.
Sonsuza uzay›p giden bu küme-
ye ‘sayma say›lar›’ ad›n› verdik-
ten sonra s›f›r› da ekleyerek
‘do¤al say›lar’ kümesini olufl-
turduk. Tabii bu küme de in-
sano¤lunun ihtiyaçlar›n› kar-
fl›lamaya yetmedi. Fazlas›n›
düflündü¤ümüz kadar eksi¤i-
ni de düflünmemiz gerekti¤in-
den, s›f›r›n öncesini yani nega-
tif say›lar› da kümemize ekle-
dik. Oluflan kümenin ad›n› da
‘tamsay›lar kümesi’ koyduk. Sonu
gelmeyen istek ve ihtiyaçlar say›lar
kümesini alabildi¤ine geniflletti. Bu-
çuklular, çeyrekler derken rasyonel sa-
y›lar da bir gün tarih sahnesine ç›kt›.

Pisagorcular ve 
‹rrasyoneller 

Aksi ispatlan›ncaya dek bütün say›-
lar›n rasyonel oldu¤u, yani m ve n (n
s›f›rdan farkl›) birer tam say› olmak
üzere, m/n fleklinde yaz›labildi¤i zan-
nedilmifl. Bu fikri özellikle güçlü bir
flekilde savunan Pisagor, tüm say›lar›n
rasyonel oldu¤unu mant›k yoluyla is-
patlamaya çal›flm›flsa da baflar›l› olama-
m›fl. Dik kenarlar› 1 olan ikizkenar dik
üçgene pisagor teoremi uygulan›nca
elde edilen (hipotenüs uzunlu¤u) ,
pisagor okulu ö¤rencilerinin flüphelen-
mesine neden olmufl. Hikayeye göre
Pisagorculardan Hippasus bu say›y›
m/n fleklinde ifade etmeye çal›fl›rken
asla öyle iki m ve n tamsay›s› buluna-
mayaca¤›n›, yani say›n›n rasyonel ol-

mad›¤›n› ispatlam›fl. Bu çal›flmas› Hip-
pasus’a pahal›ya mal olmufl, çünkü ir-
rasyonel say›lar›n varl›¤›n› bir türlü ka-
bullenemeyen Pisagor, bu durumun
fazla yay›lmamas› için Hippasus’un de-
nizde bo¤ularak öldürülmesi emrini
vermifl. Tahmin edilece¤i üzere k›sa
vadeli bu çözüm irrasyonellerin varl›¤›-
n›n yay›lmas›na engel olmaya yetme-
mifl. 

Daha Bitmedi
‹rasyonellerle birlikte gerçel (reel)

say›lar kümesi tamamlan›yor. Yani bir
say› do¤rusu üzerindeki tüm noktala-
ra bir isim veriyoruz.

Lise 2’ye kadar olan matematik
e¤itimimiz boyunca karfl›m›za ç›kan

bu say›lar, emektar say› do¤rusunu
tümüyle örttü¤ünden, baflka bir

say› kümesinin var oldu¤unu
düflünmeye gerek bile duy-

mad›k. Yeni bir türün ha-
yal gücümüzün s›n›rlar›n›
zorlayaca¤› aç›kt›. Do¤-
rumuzda tek bir say›ya
bile yer kalmam›flt›, on-
lar› nereye koyabilirdik
ki? Neye benziyorlard›
ya da hangi amaca hiz-
met ediyorlard› fleklin-
deki sorular› belki de dü-

flünmeye f›rsat›m›z olma-
dan kendileriyle bir gün

ans›z›n tan›flt›r›ld›k: Karma-
fl›k (kompleks) say›lar. Amaç,

örne¤inde oldu¤u gi-
bi pek çok denklemi çözümsüz b›-

rakmamakt›. Karesi negatif olan hiç-

Cebirsel ve Aflk›n
Say›lar

Uçsuz bucaks›z say›lar kümesine
de¤iflik bir s›n›fland›rma:

Gerçel Say›lar

‹rrasyoneller

Rasyoneller

Tam Say›lar

Sayma
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bir gerçel say› olmad›¤›ndan bu denk-
lem çözümsüz kal›yordu. Matematik-
çiler, “karesi negatif olan say› gerçel
de¤ilse sanal olmal›” dediler ve ‹ngi-
lizcesi ‘imaginary’ olan sanal kelime-
sinin bafl harfini alarak, karesi -1 olan
i say›s›n› ortaya att›lar: Art›k
say› do¤rusu tek boyutlu olmaktan
ç›km›fl, iki boyutlu bir uzay flekline
dönüflmüfltü ve bundan sonra her po-
linomun mutlaka en az bir kökü ola-
cakt›.

Cebirsel Say›lar 

Bu yaz›m›zda yeni bir say› türün-
den bahsetmeyece¤iz, ama mevcut sa-
y› kümemizi farkl› bir tan›m kullana-
rak s›n›fland›raca¤›z. fiu an için eli-
mizdeki bir say› ya rasyonel ya da ir-
rasyonel; yani s›ras›yla ya m/n

fleklinde yaz›la-
biliyor ya da yaz›lam›yor. Bu yeni s›-
n›fland›rma için bir tan›m yazal›m ve
onu sa¤layan say›lara yeni bir isim,
sa¤lamayanlara farkl› bir isim vere-
lim. 

Tam katsay›l› bir polinomun

kökü fleklinde yaz›labilen say›lara ce-
birsel say› denir. Hemen karmafl›k
say› i’nin cebirsel oldu¤unu söyleye-
biliriz; ne de olsa kendisinin tan›ma
uygun polinomunun kökü
olarak do¤du¤unu az önce belirttik.
Hatta tüm rasyonel say›lar›n da birer
cebirsel say› oldu¤u aç›kça görülebi-
lir. Her rasyonel say› tan›m gere¤i
m/n fleklinde yaz›labilir ve

polinomunun bir kökü-
dür.  Burada dikkati çeken bir özellik
de, rasyonellerin birinci dereceden
bir polinomun kökü olarak yaz›labilir
olmas›. Kökü olarak yaz›labildi¤i en
küçük katsay›l› polinomun derecesi,
ayn› zamanda cebirsel say›n›n derece-
sini belirtir. Bu anlamda derece, ay›rt
edici bir özelliktir. Örne¤in rasyonel
say›lar birinci dereceden cebirsel sa-
y›lard›r. ‹rrasyonellik özelli¤iyle mefl-
hur olan gibi kök içindeki
asallar da, ikinci dereceden cebirsel
say›lard›r. Söz gelimi 
polinomunun köküdür; daha küçük
katsay›l› bir polinomun kökü olarak
ifade edilemez. Rasyonel say›lar›n ta-
mam›n›n ve irrasyonellerin bir k›sm›-

n›n bu kümeye dahil oldu¤una tan›k
olduktan sonra akla gelen en do¤al
soru flu: cebirsel olmayan say›lar var
m›?

Aflk›n Say›lar

“Cebirsel olmayan say›lara aflk›n
say›lar denir” tan›m› haz›rd› ve iflin
en kolay k›sm›yd›. Aflk›n say›lar›n va-
roldu¤u da sezilmekteydi. Problemin
en zor k›sm›, böyle bir say›y› somut
olarak ortaya ç›karmak ‘iflte bu bir afl-
k›n say›d›r’ demekti. Bu konuda en
büyük flüpheyi üzerlerine çeken iki
say› e ve π olmas›na karfl›n, sürpriz
bir flekilde aflk›n oldu¤u ispatlanan
ilk say› onlardan biri de¤ildi. 1844’de
Joseph Liouville aflk›n say›lar›n ka-
rakteristik özellikleri üzerine verdi¤i
temel bir teoremle Liouville sabiti ola-
rak an›lan ve n! inci ondal›k basamak-
ta 1, kalan basamaklarda 0 alan flu afl-
k›n say›y› matemati¤e kazand›rd›:

e ve π’nin aflk›nl›¤› s›ras›yla
1873’de Charles Hermite ve 1882’de
Ferdinand von Lindemann taraf›ndan
ispatland›. 

Hangisi Daha Büyük?

Asl›nda burada ak›llara tak›lmas›
beklenen baflka bir soru daha var: Ce-
birsel say›lar kümesinin mi yoksa afl-
k›n say›lar kümesinin mi eleman say›-
s› daha fazla? Aflk›n say›lara iliflkin
örnekler az oldu¤undan m›d›r bilin-
mez, ilk bak›flta bu kümenin daha kü-
çük oldu¤u düflünülür. Oysa, aflk›n
say›lar›n miktar› cebirsel say›lardan
daha fazlad›r. Elimizdeki kümelerin
ikisi de sonsuz miktarda eleman içer-
di¤inden, biri di¤erinden flu kadar
fazla fleklinde bir karfl›laflt›rma bekle-
meyin. Bu konuya ›fl›k tutan George
Cantor’un yapt›¤› çal›flmay› basit bir
dille flöyle özetleyebiliriz: Öncelikle
gerçel say›lar›n miktar› tam say›lar-
dan fazlad›r. Çünkü ilki say›lamayan,
ikincisi de say›labilen bir kümedir.
Cebirsel say›lar, say›labilir bir küme-
dir çünkü tam katsay›larla oluflturul-
du¤undan tam say›larla birebir eflle-
nebilir. Bu da gerçel say›lardan cebir-
selleri ay›r›nca geriye kalan aflk›n sa-
y›lar kümesinin say›lamaz olmas›n›

gerektirir. Aksi takdirde, gerçel say›-
lar kümesinin say›labilir oldu¤u so-
nucuna var›r›z; ki, bu da bir çeliflki-
dir.

Baflka Aflk›n Say›lar

Hakk›nda çok fley yazd›¤›m›z aflk›n
say›lardan sadece 3 tanesini örnek ver-
mek olmaz! Gerçi matematik dünyas›
da aflk›n say›lar konusunda uzunca bir
süre k›tl›k çekti ta ki 1934’te Alek-
sandr Gelfond ve Theodor Schneider
isimli matematikçiler Hibert’in 7. prob-
lemini birbirinden ba¤›ms›z olarak çöz-
meyi baflarana dek:

Bu teoremle siz de kendi favori afl-
k›n say›n›z› üretebilirsiniz. Örne¤in

aflk›n bir say›d›r çünkü istendi¤i
gibi 2; 0 ve 1’den farkl› cebirsel bir sa-
y›, de cebirsel ve irrasyonel bir sa-
y›d›r. Bu teorem ›fl›¤›nda ’nin de ün-
lü Euler formülü kullan›larak aflk›n ol-
du¤u gösterilebilir:

fiimdi  yerine onun eflitli¤i olan
(-1)-i’yi de¤erlendirebiliriz: -1, 0 ve
1’den farkl› cebirsel bir say›, –i de ce-
birsel ve irrasyonel bir say› oldu¤un-
dan aflk›n bir say›d›r.   

Geriye dönüp flöyle bir bakarsak bu
yöntemle tüm say›lardan ziyade, sade-
ce irrasyonel say›lar› s›n›fland›rd›¤›m›-
z› görebiliriz. Çünkü tüm rasyoneller
ve baz› irrasyoneller, cebirseldir. Geri-
ye kalan, ama hâlâ ço¤unlu¤u olufltu-
ran irrasyonel say›lar pek çok gizemi
içinde bar›nd›ran ve say› kuramc›la-
r›n›n en büyük gözdelerinden biri olan
aflk›n say›lard›r. ‹ki cebirsel say›n›n
toplam›, fark› ya da bölümü de cebir-
seldir. Ama benzer bir ifadeyi aflk›n sa-
y›lar için henüz söyleyemiyoruz. Bu
nedenle .πe, π.e ya da π + e’nin aflk›n
olup olmad›klar› flimdilik bilinmemek-
le birlikte daha pek çok bilinmeyeni
içinde bar›nd›ran aflk›n say›lar›n gele-
cek y›llarda oldukça ilerleme kaydede-
ce¤i bekleniyor.  

N i l ü f e r  K a r a d a ¤

aa;; 00  vvee  11’’ddeenn  ffaarrkkll››  cceebbiirrsseell  bbiirr  ssaa--
yy››  vvee  bb  cceebbiirrsseell  vvee  iirrrraassyyoonneell  bbiirr  ssaa--
yy››  iissee  aabb    aaflflkk››nn  bbiirr  ssaayy››dd››rr
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